Teoreticka ¢ast - 31.1.

1. (a) Definujte Gateauxovu derivaci ve sméru, Gateauxovu de-
rivaci a Fréchetovu derivaci (2,5 bodu).

(b) Rozhodnéte o platnosti nize uvedenych tvrzeni pro Bana-
chuv prostor (X, || - ||), funkcional F' : X — R a spojity
linearni funkcional L : X — R.

i. Ma-li F' v bodé x € X Fréchetovu derivaci L, potom

ma F' ' ma v bodé x Gateauxovu derivaci, ktera je rovna
L.

ii. Ma-li F' v bodé x € X Gateauxovu derivaci L, potom
méa F' ma v bodé x Fréchetovu derivaci, kterd je rovna
L.

iii. Ma-li F' v bodé x € X Fréchetovu derivaci, potom je
F' spojity v .

iv. Ma-li F' v bodé z € X Gateauxovu derivaci, potom je
F spojity v z.

v. M&-li F v bodé 0 € X Fréchetovu derivaci 0 (kon-
stantné nulovy funkcional), potom funkconél z — F(x)?,
xr € X, mav bodé 0 € X Fréchetovu derivaci 0.

(5,5 bodu).



2. (a) Definujte bodovou, stejnomérnou a lokalné stejnomérnou
konvergenci (2 body).

(b) Zfromulujte a dokazte vétu o stejnomérné konvergenci de-
rivaci (4 body).

(c) Rozhodnéte o platnosti nize uvedenych tvrzeni
i. necht {f,} € C([1,3]), f € C([1,3]) a necht f, — f,

potom (R / £ = lim (R / .

ii. necht {fn}CC’ 13]) feC [1,3]) a necht f, = f,

potom (R / f= hm / Ins

iii. necht {f,} € C'([1 3] ), f € CY([1,3]) anecht f! = f/,
potom f, = f.

Vse fadné zdiuvodnéte (2 body).



3. (a) Definujte ortogonalni, ortonormalni a uplnou mnozinu a
abstraktni Fourierovu fadu (3 body).

(b) Zfromulujte a dokazte
i. vétu o nejlepsi aproximaci,
ii. vétu o Besselové nerovnosti a Parsevalové rovnosti
(3,5 bodu).

(c¢) Uvazme Hilbertiiv prostor I vech redlnych posloupnosti
{@,}22,, pro které plati Y >° 22 < oo, vybaveny skalar-
nim sou¢inem

<{xn}7 {yn}> = anyw

Uvazme dale prvky " = {e}}?2, € lo, n € N, definované
jako

" 1, k=mn,
ek -
0, k#n

a mnozinu P = {e" : n € N}.
i. Dokazte, ze mnozina P je Gplna ortonormalni mnozina
(V l2)
ii. Napi$te Fourierovy koeficienty posloupnosti {1}, €
l5 vzhledem k P.

Vse fadné zdiuvodnéte (1,5 bodu).



