
Teoretická £ást - 31.1.

1. (a) De�nujte Gâteauxovu derivaci ve sm¥ru, Gâteauxovu de-
rivaci a Fréchetovu derivaci (2, 5 bodu).

(b) Rozhodn¥te o platnosti níºe uvedených tvrzení pro Bana-
ch·v prostor (X, || · ||), funkcionál F : X → R a spojitý
lineární funkcionál L : X → R.
i. Má-li F v bod¥ x ∈ X Fréchetovu derivaci L, potom
má F má v bod¥ x Gâteauxovu derivaci, která je rovna
L.

ii. Má-li F v bod¥ x ∈ X Gâteauxovu derivaci L, potom
má F má v bod¥ x Fréchetovu derivaci, která je rovna
L.

iii. Má-li F v bod¥ x ∈ X Fréchetovu derivaci, potom je
F spojitý v x.

iv. Má-li F v bod¥ x ∈ X Gâteauxovu derivaci, potom je
F spojitý v x.

v. Má-li F v bod¥ 0 ∈ X Fréchetovu derivaci 0 (kon-
stantn¥ nulový funkcionál), potom funkconál x 7→ F (x)2,
x ∈ X, má v bod¥ 0 ∈ X Fréchetovu derivaci 0.

(5, 5 bodu).
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2. (a) De�nujte bodovou, stejnom¥rnou a lokáln¥ stejnom¥rnou
konvergenci (2 body).

(b) Zfromulujte a dokaºte v¥tu o stejnom¥rné konvergenci de-
rivací (4 body).

(c) Rozhodn¥te o platnosti níºe uvedených tvrzení

i. nech´ {fn} ⊂ C([1, 3]), f ∈ C([1, 3]) a nech´ fn → f ,

potom (R)

∫ 3

1

f = lim
n→∞

(R)

∫ 3

1

fn,

ii. nech´ {fn} ⊂ C([1, 3]), f ∈ C([1, 3]) a nech´ fn ⇒ f ,

potom (R)

∫ 3

1

f = lim
n→∞

(R)

∫ 3

1

fn,

iii. nech´ {fn} ⊂ C1([1, 3]), f ∈ C1([1, 3]) a nech´ f ′
n ⇒ f ′,

potom fn ⇒ f .

V²e °ádn¥ zd·vodn¥te (2 body).
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3. (a) De�nujte ortogonální, ortonormální a úplnou mnoºinu a
abstraktní Fourierovu °adu (3 body).

(b) Zfromulujte a dokaºte

i. v¥tu o nejlep²í aproximaci,

ii. v¥tu o Besselov¥ nerovnosti a Parsevalov¥ rovnosti

(3, 5 bodu).

(c) Uvaºme Hilbert·v prostor l2 v²ech reálných posloupností
{xn}∞n=1, pro které platí

∑∞
n=1 x

2
n < ∞, vybavený skalár-

ním sou£inem

〈{xn}, {yn}〉 =
∞∑
n=1

xnyn.

Uvaºme dále prvky en = {enk}∞k=1 ∈ l2, n ∈ N, de�nované
jako

enk =

{
1, k = n,

0, k 6= n

a mnoºinu P = {en : n ∈ N}.
i. Dokaºte, ºe mnoºina P je úplná ortonormální mnoºina
(v l2).

ii. Napi²te Fourierovy koe�cienty posloupnosti { 1
n
}∞n=1 ∈

l2 vzhledem k P .

V²e °ádn¥ zd·vodn¥te (1, 5 bodu).
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